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Резюме: В данной работе приведена некоторые оценки построеной 
У.Жураевой функции Карлемана для бигармонических функций заданные 

в области     𝐷 = 𝑦: 𝑦 = (𝑦 , 𝑦 ), −∞ < 𝑦 < ∞, 0 < 𝑦 < , 𝜌 > 0  функций 

заданных в двумерном пространстве.  
Ключевые слова: Теорема типа Фрагмена — Линделефа, бигармоническая 
функция, функция Карлемана, интегральное представление.  
 
Annotation: In this article we consider some estimates of the Carlеman’s 
function constructed by U.Yu.Juraeva, to find   integral representation for the 

biharmonic functions(Δ u(y) = 0)defined in unbounded domain 𝐷 = 𝑦: 𝑦 =

(𝑦 , 𝑦 ), −∞ < 𝑦 < ∞, 0 < 𝑦 < , 𝜌 > 0  of two dimensional Euclidean 

space. 
Key words. Phragmen-Lindelof type theorem, Carlеman’s functions, byharmonic 
functions, integral representation. 
 
 Рассматриваем  задачу : Пусть 𝑢(Р) гармоническая функциязаданная  
в бесконечном области D в двухмерном Евклидовом  пространстве, 
непрерывных вплоть до границы области со своими производными первого 
порядка. Требуется показать, что если функция и ее нормальная 
производная ограничены на границе D и 𝑢(Р) неограниченна внутри, то при 
Р → ∞ она должна расти внутри D со скоростью, не меньшей некоторой 
предельной, и оценить эту предельную скорость роста. В статьях 



Journal of Northeastern University 
Volume 26 Issue 01, 2023 

Copyright © 2023. Journal of Northeastern University. Licensed under the Creative Commons Attribution Non-
commercial No Derivatives (by-nc-nd). Available at https://dbdxxb.cn/ 

735 

                                                                                 

                                                                 
 

Е.М.Ландис[1],М.А.Евграфов, И.А.Чегис[2], 
А.Ф.Леонтьевев[4],,И.С.Аршон[3], Leontiev A.F.[4], Armstrong-Sirakov-
Smart [5], AdamowiczT [6] ,JinZ., Lancaster K [7], Ш. Ярмухамедов,[8]-[9] , 
Ашурова Зебинисо Рахимовна [12],   Н. Жураева[14], У Жураева[17], 
устанавливаются возможные скорости возрастания и убывания решения, 
определенного в неограниченной области при удалении точки в 
бесконечность. Эта скорость возрастания или убывания зависит от формы 
области и характера граничных условий. Выясняются также возможные 
скорости возрастания и убывания решения в окрестности граничной точки 
в зависимости от строения границы в окрестности этой точки и от характера 
граничных условий. Например: А. Ф. Леонтьев   в статье-    О теоремах типа 
Фрагмена–Линделефа для гармонических функций в цилиндре, Изв. АН 
СССР. Сер. матем., 1963, том 27, выпуск 3, 661–676. получил следующую 
теорему   
Теорема 2. Пусть 𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑥)— гармоническая функция. в круглом цилиндре 
:0 ≤ 𝑟 ≤ а , 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋,  −∞ < х < ∞ . Если выполнено условие 

𝑢(𝑎, 𝜙, 𝑥)=0, (𝑟, 𝜙, 𝑥)) < 𝑐𝑒𝑥𝑝𝜇(𝑥), 

𝑚𝑎𝑥
( , )

 |𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑥)| < 𝑐 𝑒𝑥𝑝 𝑒𝑥𝑝
𝜋|𝑥|

2(𝑎 + 𝜀)
, 𝜀 > 0  

тогда    𝑢(𝑟, 𝜙, х) ≡ 0 

причем   𝜇(𝑥) <
∝

а
, где ∝-наименьший положительный нуль функции 

Бесселя    𝐽 (𝑥), тогда      𝑢(𝑟, 𝜙, х) ≡ 0. 
Используя идеи М.М.Лаврентьева, Ш. Ярмухамедов в своих работах 
впервые предлагает метод построения семейства фундаментальных 
решений уравнения Лапласа. Им получена интегральная формула Грина в 
неограниченной области в классе растущих гармонических функций. В 
этом направлении им было установлено теорема типа Фрагмена - 
Линделефа для гармонических функций. 
Ашурова Зебинисо Рахимовна в работах [12] получила несколько  теорем 
типа Фрагмента-Линделефа для гармонических функций многих 
переменных. 
 Жураева Н в 2009 году получила регуляризацию и разрешимость задачи 
Коши для полигармонических уравнений порядка n в  некоторых 
неограниченных областях (при произвольных нечетных m  и четных 
m когда 2n < m) [4]-[8]. Позже совместно с  Жураевой У в 2009 году эту 
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задачу для  некоторых неограниченных областях (при произвольных 
четных m когда 2n ≥ m). Ашурова Зебинисо Рахимовна, Нодира  Жураева 
и  Умида Жураева совместно для гармонических функций двух 
переменных[13]-[15]. 
В этой работе приведена некоторые оценки роста функции Карлемана 
построенной   У.Жураевой внутри областей вида полосы. 
Пусть R  - двухмерное вещественное евклидово пространство,  

x = (x , x ), x = (x , 0),  r = |x − y|,  s = |x − y |, α = s,  

D = y: y = (y , y ), y ∈ R, 0 < y < ℎ, ℎ = ,  ρ > 0 . 

Функцию  Ф (𝑦, 𝑥)при 𝑠 > 0, 𝜎 ≥ 0, 𝑎 ≥ 0,  определим:                    

Ф (y, x) = 𝒄𝟎(8π) ∫ Im
( )

(u − s)du
√

, ω = iu +

y ,                    (3) 
 Теорема 1. Ф (𝑦, 𝑥) является полигармонической  функцией  порядка  
2  по 𝑦 при    s> 0 и  для этой функции имеет место  

Ф (𝑦, 𝑥) = 𝑐 𝑟 𝑙𝑛 𝑟 + 𝐺 (𝑥, 𝑦) , 

где 𝐺 (𝑦, 𝑥) регулярная по переменному у и непрерывно 

дифференцируемая на 𝐷. 
 Теорема 2. Для функции    Ф (𝑦, 𝑥)которую можно представить в  
видеФ (𝑦, 𝑥) = 𝑟 (𝐽 − 𝐽 )имеет место      

𝝏𝑱𝟏
𝟏

𝝏𝒚𝟏
≤

𝟏

𝒓𝟐
+

𝟏

𝒓𝟑

𝒄𝟎

𝒆𝒙𝒑(𝑨)
,

𝜕𝐽

𝜕𝑦
≤

1

𝑟

𝒄𝟎

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
 

𝝏𝑱𝟏
𝟏

𝝏𝒚𝟐
≤ 𝟏 +

𝟏

𝒓
+

𝟏

𝒓𝟐

𝒄𝟎

𝒆𝒙𝒑(𝑨)
,     

𝜕𝐽

𝜕𝑦
 ≤

1

𝑟
+

1

𝑟

𝒄𝟎

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
 

где, 𝐴 = 𝑎сℎαρ ,𝑄 = 𝑒𝑥𝑝(𝜎𝑦 +  𝑦 ), 

𝐴 = (𝜎 + 2𝑦 )√𝑟 𝑡 + 𝑠 ± 𝑎𝑠𝑖𝑛ρ 𝑦 − 𝑠ℎρ √𝑟 𝑡 + 𝑠  , 

𝐽 = ∫
( )

с √ со ( )( ) √
 

𝐽 =
𝑄c𝑜𝑠𝐴

𝑒𝑥𝑝 𝑎сℎρ √𝑟 𝑡 + 𝑠со𝑠ρ 𝑦 −
h
2

(𝑡 + 1)

𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑥𝑝(𝑟 𝑡 + 𝑠)
 

Теорема 2.Пусть внешняя нормаль к границе 𝜕𝐷. Тогда для функции 
𝛷(𝑦, 𝑥) справедлива неравенство: 
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 |Ф (𝑦, 𝑥)| ≤ +
с

( )
=

с ( )

( )
. 
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